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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 
Прс.1ставлш11ая диссертация посвящена разработке ~1етодов решения ·ш­
;!fl'I опшма:1ыюго управления на бесконечном промежутке вре!>1ен11. За­
. \<IЧJJ 011т1н1а.'1ыюrо у11равлrния r бrсконечным гори:юнтом нрнобретают 
l!C(' fi<Jлrr шачш1ыn прикладной характер. Они rюзволяют 11сr,JС)\01шл, 
~ю;tr.:ш экnнш111чсского роста, составленные для ашuнпа и пропю:тро­
вюшя 'Экономического ра1вития регионов и етран. Оеобое внимание в 
:щr.сертацпи уделено псс.:1едонан11ю свойств гам11льтоншшов п гамиль­
тоновых систем в много~1r.рных задачах оптима.J1ыюго упря.вле1шя. Оr­
повныr рmу:1ьтаты д11ссертац1111 связаны с изучен11см качеrтвенно1·0 110-
nР дешш гамильтоновых систем для случая, когда ош1 обладают е;~,1111-
ствс1шой стющонарной точкой седлового типа. В :пой ситуfl.Ции удаст!'я 
11оrтро1т, 11r.•rи11rй11ый регулятор для гамильтововоn динамики, по-~но­
.1яющ11f1 стаб11:шз11ровать гам11.1ьтонову снстему вблизи положения ря.в-
11овсс11я. По поведению стаб11л11зированных траекторий можно оценить 
характrр оптимальных решений вблизи стационарного положения, что, 
н KOt!Г'IHOM rчrтс, 1/01ВОЛЯМ' 011тим1пировать схемы IIOCTIIOPIПIЯ Olll'lf-
~1a.~ьныx стратегий в ~адачах оптимального управления на бесконечном 
промежутке времеш1. В диссерта1(1юнноn работР нринодится алгоритм 
1юстроения оптимальных траекторий. который учитывает особенности 
rтабилюированных решений и используt."Г эти дан11ые J\.'1Я постр0Рню1 
опт11ма:1ы1ых стратегий, строится оценка точности работы алгорит~~а 
по ф)'Нкниона.~у качества задачи управления. Укюаш1ый алгоритм реа­
юпов<111 в компьютерных программах, которые были использованы при 
~щ'\t'.1Провюпш процессов эко1юмического роста. Выч11слитель11ые :~кс-
1и'р11мrнты проведены на реальных эконометрических данных. Важное 
мrсто в µаботе уделено исследованию асшштот11чес.ко1·0 поведения 01пи­
А1а.:1ьных решен11А и функций цены при юменешш параметров моделей 
·жо1юм11чrского роста, на основе которых формулируются за;щчи управ­
ЛРНllЯ е бiЧ'КОllРЧНЫМ l'Ори::~онтом. 
Актуальность темы. В настоящее вреh1я рс:3ко ноэросла востребо­
ванноrтh таких разделов современной математики кя.к тсор11я управлс­
ню1 11 тrория дифференциа.'!Ьных игр. Это объясняется тем, что спектр 
3 
щн·1щ11mш. обµащающихrя к мето;!аы матrмн.п1чrско1·0 ~юдr..1111рnRан11я 
'!Шt'!IПt'.'IЫIO расширился. А1111арат теории оптпмалыюго управ.1енш1 11 
;щффереtщ11а,1ы1ых игр активно 11спо,1ь·~уется для 11rсж\1овю1ия ш1тr­
щп11•1есю1х м1цrлеn в таких областях как fнµокоо111•1<'скиr 11аук11, '-)КО-
1юш1ка, 1шжс11ер11ыс 11 технические науки, науки об окружнющсtl cpCi\C. 
ф1111н1н·оная матrмат11кн, гпбридные системы. мс,11щ1111сюн' науки 11 11ау­
ю1 о ·нрн.1.юохра11ешш, вычислительные и ком11.ьютср11ыс наук11, окснно-
1·р1:1ф1111ссю1<', фшнческне, общественные и математически<' 1щvю1. Ин­
тrрr!' к Т<'ори11 011.п1маi1ыюго управления и ее пршюжr1111.ям со стороны 
рuсс11.Асю1х, не:-.1сцю1х, французских, американских, ююнскнх щ1тс~1а-
1·11ков. "!Кономпстотт 11 спец11а.'!11стон по проблемам uкружнющеn среды, а 
тнкжс международных научных органи~аций существенно вырос. 11 это 
подтвсрждн.rтся значительным увеличением колнчсствн работ n россиn-
1·ю1х 11 :1арубежных 11:щнтельствах. 
Фу11дю1снтальньш в теории опт1шального упµавлення является 11p11н­
I\l!!I ~1аксимуыа .:I.C. Понтрягина 1, который нахо.'\ИТ вес болсЕ' широкоr 
11римснсн11е н работах российских и зарубежных матемнтиков, t1слrд­
стнис ЧРl'о он акпшно ра:шивается 11 обобщается на новые классы 1а­
дач. I3 рнмкнх тrории дифференциальных игр расс~1атриваются задачи 
~·11рнш1с1111я в уrловнях 11rо11ределенност11. В "!том напµавлЕ'нии основопо­
лаrаюш,ую роль играет пршщнп "!кстрсмаJ1ьного пр1щел11ван11я Н.Н. Кра­
совrкого. ра'3):jИТ11ю которого уделяется все большее внимание, в •1астно­
rт11, ;\ля 11острое1111я 011т11ма.11ы1ых rтрате1·ай н сеточных rхемах 11 ;(Jtя 
обобщения понятия стабильности. Рювитие строгой теории ·1адач ко11-
фликт11011> управления след.ут: отнести к работам Н.Н. КрRсонскоrо 11 
А.И. С'уббот11на 2. 
f3 llClleKT(' ра.1ВИТИЯ теории 011ТИМ8ЛЬНОГО управJJеНl\Я И теорИll ,:щф­
фсре!Щ\18.'lhl\Ь\Х 11гр сущrственными являются работы P.U. Гамкрелид3е, 
А.В. Крюю1мского, А.Б. Куржавскоrо, Е.Ф. :\fищенко, Ю.С. Осиповн, 
Б.Н. Пшсничноrо, Ф.Л. Черноусько, .J.P. АuЬiн, Т. Basa\'. R. Bellmaн, 
Р. Berнhard. f .... Berkovit.z, А. Friedrшш, Но You-Chi, Н. Isanщ П"Е. Ка!mап, 
- ------- -- ·---------
\'. f,aks!нлikaвt.Jiam, G. Lcitman, P.L. Lions, Р. Varaiya. 
З11a•11JТ<'Лblihll1 вклад в развитие методов теор1111 011т11J\~ального управ­
. н·нш1 11 д11ффсренц11аль11ых игр внесли Э.Г. Лльбрехт, А.В. Ар~· гю­
нов. С'.1\1. Ас<'ев, В.Д. Батухин, Ю.И. Бердышсв, В.И. Бш1го;щтск11х. 
В.Г. Бо:1тянск11й, С.А. Брыкалов, ФЛ. Васильев, Р.Ф. Габи.сов, H":J. Гри­
горенко. :\1.И. Гуrев. А.В. Дм11трук, В.И. Жуковский. С.Т. Завалшншr. 
i\'/.И. Зr.:111ю111, А.Д. Иоффе, Ф.М. Кириллова, А.В. Кнм, А.Ф. Kлrt\­
мcrюu. А.Н. Красовский, Ю.С. Ледяев, Н.Ю. Лукаянов, IЗ.И. ~·!акrи­
~юв. А.А. :\lс.'lикян, А.А. Милютин, М.С. Никольскиn, О.И. Нико11ов, 
l:H'. 1 l1щко, Н Н. 1 Iсчюн, .:1.А. ПРтроr.ян, В.!'. П1шrнон, Л.Н. СРrf'­
к11н. Н.Н. Суббоп111а, Л.М. Тарасьев. В.М. Тнхошrров, E.Jl. Танков. 
В.Е. Тре1ъяков, В.И. Ухоботов, В.Н. Ушаков, Т.Ф. Филиппова, А.Г. Чi>н-
1\uLI, А.А. Чикриfi, А.Ф. Шариков, М. Bardi, E.N. Вютоn, I.C. Dolcf'tta, 
J,. Ccs11гi. 1\1. Falroнe, R . .Jenseв, 1\1. Ishii, P.V. Kokot.ovic, G . .J. Оlнdсг. 
Е. Roxin, Р.Е. Souganiclis, F.E. l!d\\•aclia, .J. \Varga 11 ююгие другие ~·чс-
вые. 
О1·р<шный спектр приложений теории оптимального управления трс­
буrт расширения основополагающих конструкций 11ринцш1а макс11ыущi. 
.1.С. По11тряг11на, в частноrти, для зад1tч унравлРння 11а беrконrч1юм 
ПJЮШ'жутке времени. Такие постановки характерны для моделr!\ эко~ю­
\1\J'JС('КОГ() р()СТй н задач финансовой матемагик11. В связ11 с ::JТIШ важ-
110 оп1ст111ъ ра.боты С.М. Асеева и А.В. Кряжш"1rко1·0 3 110 обобщсни­
ю1 11ри11ц11па максимума для задач с бесконечныr.1 гор11зонтом, работы 
l '. ~ la\"p<'pa 110 'iадачам 011пшаJ1ы101·0 у11ранлРнш1 с фа:юнымн огµа11ИЧf'-
11шши 11 их прпложrниям к •щ.1'аЧаf\1 оптимизации и11вест1щ1юнных пpo­
itrrroн. Цик:шчРСкие управляr~1ые процессы r целrными функц11онала­
ш1, 011рс.:1r.'lж~~1ым11 к11к 11редель11ыс значения усрс,1:~rс1шых 110 врсмс1111 
интегралов качестна, рассматривались в работах IЗ.И. Арнольда н сп> 
учrникон 4. 
''.4cFFR С.А/" Кря.ж.1L.w;кt1.й .4.В., Принцин максимума Пnнтрягинв. и за,.1ачи онти).1алыю1'{} ""fК()-
110>1и•1rrкш·о роета1: Тр:-·.~ы МИАН. 2007. Т. 257 С. ;,....271. 
1 
.1rno/.J. \'.!" Davyrlov А.А., Vassiliev V.A" Zakalyukin V.M" ~lathematical ~lodel> nf CнtAStrophe~. 
Coнtrol о[ C•tn.•trophir ProceRSe' '.' JJASA Reprint Н!-'-{!!НJ07, frnm Enr)'clnpe<lia of J,ifc Sнpport 
S~·st••шs ( ~~OJ.S~). EOl.SS P11l1\i•h~rs, Oxfor<l, IJК. 2006. 46 Р. 
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Бот.11юс ш:11мю111L' ул,слястся 11сс:ледона1111ю достато•шых ус,;ю1шn оп­
лшал;,11оrп1 ;~ля упраrшясмых систем с вогнутыми п1митпо1111а11аш1. 
JI·s.,"1н,ютrя rноf!rтва, в частности, аrимптотичrск11с rвоnrтва, рсшеннi1 
рщ11.11,·1щю11ых с11rтР~1. Отметим 1десь рабшы Т. Ба1нр<t. Дж .. :1(~11тыа-
11п. Т. Роюнjк·.1.11Rра н приложении к исслслованию дин11м11чсских игр. в 
гr.щ ··11н:.1r. 01111съ1внющ11х конкурентную рыночную срrду. 
Рн:т1mаf'тrя Тl'орпя уравнений Гамит,тона-Якобп в аспекте ашuшза 
11 рrШ('ШШ ·3а:\ач управления r нерегулярностями. спнгулярно воз~1ущсн­
н~-,1х ·1адач r малым параметром, исследов11н11е м11ним11ксных рсшrн11i1. 
1ш11<tрат которых LШР.11 А.И. Субботи11. 
ТРор11я оптнма;~ыюrо управлrния и тсорпя пш1щ1юнных i\11ффrрf'11-
нш1.•1ы1ых нгр сб.1ижсния-ук.'lош'ш1я тrrrю связаны с П'ориеn выж1ш11е­
мосп1, ·с~11;~ачам11 построения и оценки множеств дnrт11ж11мост11 у11раrтя­
с·~1ых СШ"гем и ;~.ифферснциальных включений. В rвязи с эпш отыетrш 
11rс:1l'довRнш1 А.В. Куржанского, НС. Никольского, Ф.:I. Чсрноусько и 
llX roтpy;\HIJK()H. 
Тf'ория выжпн11смоrти была развита н работах 1арубежных математи­
ков Ж. -I I. Об·ща, Х. Франковской, Г. Хащ~.ада 11 друп1х авторов. Эш ра­
боты поrвящены :за;щчам выживаемости управляе~1ых rнrп'м на беРко-
11еч1юм 11ромrжутке времен11 11µ11 на.11и•ш11 rта1щонарных фа·ювых огра-
1111 •1сн11f!. Существенные результаты по разрАi)откс аппрокrамащю1111ых 
cxr~1. 11я11ра.1ыс1111ых на пр11ближепнос выч11rле11не Я/1,rр выжпваеыnсп1 11 
~шожеr:гв ;щстижимос.ти, получены неме11ю1м математиком Ф. Ко,1ш~и-
\ТОЫ. 
~ !tцсJ111рование экономических процессов, финансовое планнрnванис 
~1н. 1яюп·я ощю11 111 11f\11бш1rе широк11х областrй 11ри~1rвr11хя тrоµ1111 011-
пшаJJыюго управления 11 дифференциальных иrр. Среди наиболее 1п­
веРт11ых ря.бот в этом направлении следует отмnить ТР'rЛЫ лауреатов 
Нобслrвской премии нескольких лет К. Эрроj 0, .l.B. Канторовича 6, 
.; Апuи1, К . .!., Aµpliration of Contrnl Theory to Econnшic Srnwtb Mnthcщ3tics of thr. De<·isioп 
Srirnrcs. ] 96R. No 2. !'. Bfr. 119. 
ь A:a.11fmm.•ic/1, /~. \/., ;\frikmmJ, V. L., Gю\v1.11 ~illflf·)н Rшl /)н•i1· Appli1:Rtio11 tн Lorщ-t1'rШ PIR1шi11g н.шl 
ForocAstin~ .' ln: l"'ng-term Ple.nniHR ашl Forecastiп~, Yrnc. Couf. \!armШ1111 Pre.s, J97G. 
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Т. IUr..l.'IНl!rR 7 . .\lrтоды , разработат1ыr эт11щ1 nвтор<1м11 . 1ю:i~"111.1и oro-
бue :111a'iCH11c при 11оrтро<'ни11 мод<'!lсй :жонош1ческоr·о µости. Одн11~111 ю 
1н •рвых в ·пом 11аЩJRВJН'IШИ были работы Т. Ку11м<1нсн . Ф . Рн~1r1~я , Р. С'о­
.1 101·, К . Ulr.11.·111. llor;ieдн11P ~юноrµафи11 и1вrrтных f!мrр11ка11f'· к11х ·~кт10-
ш1r·то!i Р. Барро, Дж. Грuссшша, И . Хrлпш1.на ~, П. l<ру1·~н1.на, Ч . Джон­
с<1 . 11. Нордх<1уrа 11 Д. Ромсра по эндоr('НJЮЛ тrор1111 роста 110;1,;'1,СрЖiШll­
ют Н<1ж11оrтr, теорпи опт11ма:1ыюrо управления .'\ЛЯ адекuатного 01111('а-
11ш1 <·nа•1а11rщю1ш11ных пропорций :~кономичеrкоrо ра.1в11т11я. Кро~1е то­
rп . 11р11кла,'1.Нhl?.ш моделями теорни д11ффере1щш1лы1ых 11rp и робаспю1'0 
у11раnл<'11ш1 :1а1111маются такие 11звестные амер11ка11ские снf'циалисты nu 
011т11м11.r~ьному управ.1ению как Дж. .Гlейтман. Ф. Удвад11R в rотрудни­
• н·<·тur <' сильш"шн эконом11rта~111 нз эападно-rвро11rЛск11х универr11тс­
тuв Л . • :Jамбt'рпши, К. ДР.йссенбсрrом. Дж. Дози. Разработке моде.11рR 
тех11олог11ческого раэвития и их эконометр11ческому анатлу посвяще­
ны работы 1·руппы экономистов ~п Тою1йско1·0 института технолоrиn. 
вu·3г.1 1fшляемол Ч. Ватанабе 9. !\Iодели макроэкономическо1·0 рювития и 
''111 ,1ог~чшого :жо1rомичсскоrо µоста получили ра:шитиr в трудах гру1111ы 
·~юнншистов по,'\ руководством Р. Айреса 111 11з меж;~унщюл1юn би:JНсс-
111кол~,1 (l~SEAD) в Фонтенбло (Франция) . Модели эко110м11чнского роста 
в ра~1ках проблематики уrтой1111воrо rазвития 11ародuнаселе1шя 11 окру­
жнющr.n среды разрабатываются финским :~ко1юм11стом Т. Палока11rа­
('О~1 J.1C'c.rrr;юf!a111110 ДР.дюrрафических процессов 11 пх моде.1111рова11ию по­
r.вян1е11ы работы У. Сандерсона. Приложениями иrровых за;~ач упраяJ1с-
11ин f! '')Коном11чеrких, эко:юrичеrкпх модrлях и фннанrоно!1 матемnт11кс 
::1а1111мастrя Дж. I<нrти из Ысждународного института 11рик.:1;\дного 11 rи­
стr.мноr·о ю1а.11оn (IIASA. Австрия) Р. Авевхауr , С. ПиксJ11" из Y1111вcr­
<' t1TP1':'1 Б~'НдN·вера в !\lюнхснс , Г. Пеш из ую1вс1х1п'М'а Баnрута, а так­
ж1• Г. Фсnхл111rер, Р. Хартл, Ф. Вирл, Р. Нек 111 университета Аветрш1. 
7St/1rl/i1>!J, Т.С" 1Ъс Strмi:gy of Conflkt. Нм•,.,.\ tJniv.:r.;it_v Pn..,;•. 1980. 
~ Cm"n11111 , С.М. , Helpman, Е. , Inno•-ation в.n1! Growth in Lbe Glol>al Emnomy. ~!IT .l'res.<. 
C•111iiri1lR''· ~IA, 1991. 
q Тм~~У"'· А.М" И'"tпnаЬ. . С" Dyмn1ir Opti111ali1.y Prinrir>IPS anu Seru;itivit.v Aмlysis in Mn1lelsnf 
Ec<>rшщir Grt)'0\.1.Ь "'onlinear Aшuysi~ , 2001. Vol. 47, Nn. 4. Р. 2309-2320. 
"' ,•\)11'' .<, 1/.11., Н'ап, п" Accoш1ti11r; f<>r G1·11\vth: tl1" Г111l1· о[ rhyнi".J \\1ork ,; ,· SJ.rнc: tщlli ('l1Al1/(I' •111) 
Ec:<iмmit' 1 Jyпяшirs. 200~. \ 'ol. 16. ~n. 2. Р. 18J .. 209. 
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.Т.'\. Пrтрпсян 1п Санкт-Петербургского rосу;~,арственного университе­
т 11 Jж. 'Зеiкк~·р и·J меж;~..r·11арtц1юй бизнес-школы (НЕС) в Монреале 
( l\а11н;\н). 
Рr:~у.'!hтнты 11rrледова1111й в об:~асти тсорш1 оrпнмального у11рав;~с­
нш1. )(11ффсре1щ11алы1ых игр !1 соотвстствующнх YPfiBl!eшrй га~ШЛIЛОJiа­
Якоб11 11r1ю.1ьзую1тя прн решrнин р~-щя вяжнrйших 11рикла;\ных :задач в 
of..'JaCTII OПTIIMIПRI\IJИ ЭКШIОШl'IС'СКОГО роr.тя, llHBPCТIЩIIOHHhlX процеrсов 
11 усто!\•вшш·о рю1штш1 окружающей среды. 
Цель работы. Цель работы предполагает: исследованнс свойств 
r;_1тo•11ю-011pr;1r.·1r1111ыx 1·ам11льтон11анов, а такжf' 1·амш1ьт01юных rистс.11: 
поиск \Т. ю1шй для 11острuен11я нелинейного регулятора. стаб11лиз11рую-
111р1·0 гю1и.:11,то11ову систРму в уrта.новившемся состоянии; раэработку ал­
гор111·ыа ностросния 011тпмальных траекторий, ис1ю.1ь·:1ующf'1·0 нн<\юр~~а­
щ1ю о стяб11лнзированной динамике: исслrдование ч.vвствитслыюстн 011-
пшаJ1ы1ых рсшt'ниn и функции Ц<'НЫ к 11з~1енrния~1 пара~1стров ~щ1елсй 
·жо1юм11чсского роста. которые служат основной для зада•~ управлrния 
на бесконечном 11rющ•жуткР времени; пр11ложс1ше рюработянных а.лго­
рнпюн н ·жономrтрическом модrю1ронан11и. 
Методы исследования. В основе работы лежат мо,r~,иф11ющ11и прин-
1щ11а макс1шума .11.С. По11тряг11на для задач управлrния на бrсконсчном 
щю~а'жуткс нрсмсни. методы теории 1юзищюнных диффсрснщ1алы1ых 
11гр. "'J.'!('~1енты Кl\ЧССТАСННОЙ теории диффсрrНIJ,111!"%11ЫХ ураВНf'НИЙ, KOH-
(' J"jJ\'Kl\1111 11('\'JIЯi\KOl'O анализа. Ilpи каю16р()ВКР MO~CJICi1 lfCllOJlh'J.VIOTCЯ МР­
llЦЫ стат11стнк11 и 'ЭКонометрики. 
Научная новизна. ИзучРны своnrтва гамню,тон11анов, обсrпечиваю-
11\НР :1остнточ1ю<"ть необходимых условий 01п1шалыюстн в ря~1ках ЩJИН­
цшш макс11му~1а .:J.C. Понтрягннн для :~11дач на бссконс•шом п1юмРж~1ткс 
нрсщ~1111. Сфор~1ул11рованы условия, нр11 которых окя3ывастся во:щож­
ньш 1юстрос1111е нелинейного регулятора, стабилн:шр.vющсго гаш1:11ло-
1!01Jу .'\ИНамнку н окрестности 1ю.1южсш1я равно1Jrс11я r11псрболичrско1·0 
пша. Исr'J1Рдовю1ы своnства стаб11.;шзщ.юванных Т\Жf'ктор11i1, нrюfiходи­
мые для ана:ш:~а поведения 11 построснш1 оптимальных pf'шeн11il в задаче 
п1ранлr1111я с бесконечным горизонта~. Ра.эработан алгоритм поrтроr.ния 
8 
rн:тю1а.:1ы1ых рсшенш1 в задаче упрашн'!ШЯ на беrкт1r•11ю~1 проыrжуткс 
вр<'Ш'ШI. иr:1ю.1ь"Jующ11й инqюрмац11ю о стаби.11п11ронан11ых траекторш1х 
.'l.'I}! :юк11.:впнтщи nоиrка начальноt\ точки при интегрирова11и11 rнм11.1ьто-
1юt11)Й п1cт1'!\lhl в ofiµaт110~1 вµе~1rни. Пос:тµоrна оцr11ка точностп а;1rорит­
~.1'1 JJ•) ф\·нк111ю11алу качества :~адач11 оптимального упра11щ'нин. rв~1:1ы1ш­
ю11lН}I llf1Jm~1rтpы модели r точностью прибл11жен11я началыюtt пu·Jиц1111 
.т 1>1 1111л·гр11рошшпя сштемы в обр:п~юм врс~1е1111. Изучrны своlkтва чув­
сл~Jl"!"(':1ыюrтн 011т11мн.:1ы1ых рРШf'нш1 11 функции цепы 110 отношrнию к 
1п~ю11еш1ям napaмt"rpoв мо,1елс!i роста. 
Теоретическая и практическая ценность. Полученныr н рн.боте 
тrорет11•1еrкие реэу.·11паты ннправлены на 11сслсдuнан11е ·-~адач пя. беско-
11сч1ю~1 про~1ежуткс Врt'мею1. Прежде всего, шш ор11снт11рованы на ана­
.'111'-! качеrтвf'ино1'0 поведения оптимальных решений вбли:ш положения 
рав1ювее11я л.1шамическоn системы. Приведенные в работ<> конrтр~·кц1ш 
11<'.'Ilшсй1юrо стаб11лшатора. позволяют, ба:шруясь на его rво!kтвах, реа­
.•шювы1:1ать алгоритмы построения оптимальных траекторий в :~а;\ачах 
\'111нш.11Р1111я с бf'<~конечным гор111онтом, а также оценивнть 11х то•нюrть. 
Крощ' ·~того, исслелuвание 1JOnpocoв чувствительности оптимальных pe-
111r1111n 11 функций цены к изменениям параметров про1пводственных 
функций представляет особый интерес в виду того, что ка.11иGронка мо;\с­
Л<'Й прои~шодитrя зко1юмстрическшш методами, которыr нс могут гнран­
тировать получения точных ощ~нок пара.метров моделей. Il рактнчrскую 
11е111юпъ 11ре:1станляют результаты, снязанныr с численными а;1горипш­
ми 11оrтроrния 011п1ма,,1ьных траекторий в задачах оптималыюго унрав­
JН~шш с бескuнсчным горизонтом. Полученные алгuр11тмы могут быть 
11r11олюовн11ы il,ЛЯ эконометрического моделирования, рРэультнтом ко­
торых елужнт ка•1еrтВРн11ый аналl!З синтезированных мо;1,ельпых траск­
торнn. котuрый можРт быть исполь:юван при мо11rлироваюш инвсепщ11-
ою1ых 11р<щесr.uв. Более того, предложенные алгоритмы обладают свой­
ством 11нваµиант1юст11 к раэмерн0<·ти и могут быть 11r1юль:юва~1ы ;ря 
а11нл1па шюгофактuрных ~юделе!\ эконоыического роста. В •~аrтностн, в 
работе проведено псс:ледование двр::факторвоlt модrJш эко1юм11ческоrо 
роста. 
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Апробация работы. Осноnныс результаты ;щrrерпщ1111 ;1окл~;1ыю1-
.111rь 11а вrrpocc11ncк11x конферс11ц11ях: 40--42 вrеросс11nск11е мо;щ:1сж-
111>1<' конф<·1ю1щ1111 '·f lроблс~1ы тсорст1!'1rскоt! и 11р11клалноn матсl\tатиюt" 
( УµО !'ЛII, Снrр;l: юнска>~ 0();1 ., 200!)- 2011 годы); на <'f'~tlllli>.pf' ··11 po(i.11rl\11>1 
.' \11вю111чсr.коrо у11ранлен11я" кафе.~,ры 01пиl\1RJ1ыю1·0 у11ранлr1111>1 факуль­
Т<'Тн н:-.1к ЛIГУ JIM. :\1.В . • ~омонuсоnа, r. ~lоrква, 11а ('('Щlllapax OT.'\<'.1R 
: швю111•-н·сю1х с11стеl\1 ИММ УрО РАН: на щ~ж.1унаро;щых rtuнгprcca...\: 
11 кmнl>Рр<•rщш1х: 8-of\ 1\1еждунаро;111ый IFAC с11мпш1-1уl\1 1ю 1н~mшеnньш 
\t1ря11:1ясl\1ы1.1 с11rтеl\1ам (8th lr'AC NOТ,COS , Bologna, ltaly), 25-ая IFIP 
ко11ф('рс1щ11н 7-1·0 тсх1111•1l>с.коrо комитета "Системное 1\Ю!\С.111ровашн' и 
01/ТllМIШЩШ( (25\h IFIP те 7 Confcrence 2011 , Berliп , Grrmany). 18-ыii 
IE~C кош·рr<'<' 1\tеждународноR оргаtшзац1111 по авто~1ат11•1сскому управ­
•н · 1111ю (l8tl1 IFAC' \Vшld Coпgп-~ss, l\Ша11, Italy). 
Публикации. Осноnные МЮ'Ср11ю1ы ;1иrссртаци11 т1убm1ковнны в 10 
работах. iЬ них 3 публикации из списков ВАК J1 ]--l:ij. 1 пуf>ликация в 
JХ'Ценз11русыых россиl1r.к11х сборникflх [4\, 3 публ11кнцш1 в трудях ыеж;~у-
11ародиых ко11фrре1щ11Н [7J ·-[l0] и :5 тr~11ra докладов . В rовмсrтных µaf>o-
1'1\X 111--\41 , [9\, llUJ научному рукоnодителю А М . Тарасьсву 11р1111адлrжит 
1ю(·та1юnю1 : нщач11 . В работе [8] в соавторстве научному руковод11тс.11ю 
Л .М . Т<iраrышу принадлежит постановка 3В,1,ачи, W. Sandeгson 'y 11ри-
111ц:1rж11т ис1юлюусl\~ая при построешш многофакторной модели 1коно­
~r1r11еско1·0 роста SEDll\.f модель . 
Структура и объем работы. Диссертация сuсто11т 1п вве.:~.с1шя, трех 
1·:1ан 11 с1шrка л1пературы . Главы разбиты па 11нра1·рафы. Нумерация 
1 ·.11ав, на.раrрафов и утверждений скво:шя.я. Объем работы с.оставляет 180 
страниц текста. Библиоrрафня содержит 212 наименованнR . 
Основные результаты диссертации 
1. Иr.слсдованы вопросы •rувств1пельности 011т1шальных pr111c1111ii 11 
фу11кu11й цены к 11'3мснсн11ям параметров nроиэводствс1шых функций. 
1 /ок;ня.110, что 011т11ма.пьные решения не11µерыв110 :iа1шсят <УГ нараl'.н~rµов 
прщпподr.твенноn функции, а функция 11сны нел11нсйноn задач11 пото­
• 11"11ю схо;щгся к функции цены линейной задачи, когда параметр эла­
< ·п1•11юсти 11ро11зводr.твснной функции растет вплоть до rвucro 11рсде.11ь-
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ноrп ·11ia•Jf'HllЯ. равного rщ1ницr. Стационарные точки гя.милhто1-ювых 
1·11r-п·~1 ври ·пом вырож11аются и стремятся к бесконечности или ну.:1ю 
в 1:11ш<·ш1оrт11 от ш1р/\мrтров ~юдели. 
2. J .. !Я J'IHl\IJlbTOIIOl:IOЙ r11rте11.1ы, во·шнкающей BCJlf'Д!'TBi!P 11р11мrНРНШI 
11р1шщ111а ,\1акr11му~1а .J.C. Понтряrина, rфор~1ул11рованы ус.1юв1щ np11 
которых ,'\.'IЯ нrе можно 11остро11ть нел11неn11ый рrгулятор, 1юрож,1ающ11n 
;~,ншшичеекую спсте~I)', решение котороtl об.'шдает 1юне;~,с1111ем, схожим 
с 1/Оtl\'ДСШН'М j)CJШ'llllЙ 11rхо.:щой С!\С'\'РМЫ. 
:3. Рюработан я.,1rор11тм поrтроення оптимальных траекторий в за,1а­
Ч»Х у11рпв.1с1111я на бссконеч11ом 11ро11.1сжуткr времени, который 11с11ш1ь­
·3уrт конrтрукцию не.111нейного стабплиэатора .1.:~я JIOKRЛ!l'3aци11 1ю11rка 
ш1•1i1..11ыюil точки при интегрировании rаыильто11ово!1 снстсмы в обрпт­
ном Rpr~1ШJI. 
с!. Т!олучrны оцrнки точности алгорптма построения оптимальных тра.­
('Кто1mr1. которые устанавливают связь между параметрами точности в 
с\Jе1:ювщ1 пространстве 11 П/\ра.метрами точности функциональных пока­
•<1тРr1rn. 
СОДЕРЖАНИЕ И ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ РАБОТЫ 
Первая глава диссертации посвящена исследованию оптим~1_r1ы1ых ре­
ШРш11'1 11 функций. цены 18Дач у11равленю1 на бР.сконечвом 11ро~1rжуткr 
врL'мс1111 н аспекте их •1увствительност11 к 11змснен11ям параметров проиэ­
но;~rтвrнных функций, исnолюуемых в моделях 3кономнчrrкоrо ростп. 
1 ·Jн-1и/\ rосто11т 11з 11ят11 нараграфов. 
В 11<'JJ1ю~1 11аµаrрвфс 011иrываетrя ол.ноrекторная мnдrль экономич~>­
rкоп1 роста. Обсуждается вариант модели Солоу-Шелла оптимн.льноJ'О 
111ш"rт11рован11я. Описываются основные переменные, включая у11равля­
ющ1ю параметры модст1. Формулируется общая за.дача оппшального 
у11равлr.нш1. основанная на модели :-1коном11чrско1'0 pnrтa. 
Задача управления, Р. Макси.миаирова.ть фун11;u,u10 полезноrт11 
+х 
J(to, ko) = J Р.-бt (lп (1 ~ s(t)) + ln f(k(t))) dt 
tu 
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на ттюп·тпри.я,т ( k(-): s( ·)) дин.п.м.ичсr'h~ой rнrтемы 
k(t) = s(t)f(k(t)) - Лk(t), k(tn) = ko. О~ s(t) ~а< 1. 
·~;1Pr1, k оfiотнчает кашпRJJ Hi\ душу населения, f(k)--произво,•1стненная 
фу11к~tш1. До.rя IЗВП у, иrшrстируrма.я в канитап. обтначена r·нм­
во:нщ s 11 играет роль управляющего парамt~тра. яв .. 1 яющсгося 1п­
\H']JШll>f\ 1ю псрс~rсшюй времени t функцией. Константы 8, >., k0 яв­
.11яrот('я 1ю,южитrлы1ыми п априори зада1111ым11 nrm1чинаш1. ПRрн.­
Ш'ТР п. а Е (О. 1) от;1еляет нравую границу параметра у11равлс-
1111я от с.111111щы. ОГ>суждаются свойства произво;1ствr1шых функций: 
1юложите,1ыюсти, строгого монотонного роста 11 стротn 13огнутост11. 
Раrr~штриваютr~r ДВ<1 в11,1а п1ю11·шrщстве11ных функцш'!: Кобба Дyr:li:lrн 
.f(k) = а J.:d, а > О, О < [3 < 1. 11 линейная f(k) = а k . .:Iю1сilнм 
ф\'l!КI1ш1. в :1а111юи с.1учас. является 11рс,1сльньш вариа11то~1 ·~кепанс11-
ц1111.'1ыюй функции Кобба--Дуглас11, когда ее 11ара:-.1стр ·~:1астич1юrт11 ,В 
)\()('ТJfПН'Т СJЗ()(~ГО !\!аКСИМ8J\ЬНО ВО:'!МОЖНОГО значения, ра1шоrо РДllНИЦС'. в 
11р<·;1сль11оt1 ситуации производственная функция теряет свайстно стро­
тn 1ю1·нутоrти. Для обоих случаен формулируются з1цач11 оптищu1hногп 
.1·11ран·н~1шя Р 1 11 Р1 • 
Uтор<>Й ПRрю·раф посвящен исследованию необходимых 11 доггR­
то•шых условий опт11маJ1ыюсти. Исслrдуются свойства 1·амил1>то1ювых 
Ф.vнкц11Н. Огршпся онтимаJJhНЫР унравлrния. Дою-~·1ы13нето1, что в 
л1шс!1но!1 за;J,ачР управления с бесконечным горизонтом опп1мR.льноР 
упран.1ен11е ~шляется 110стоянно/1 велнчиноn, опреде:1яемо!1 парнметрнми 
щ1,tе:111. ПровРряются свойства гла,1коrти 11 строгой вог11утост11 макrи­
~~и:шрованных гамильтонианов. 
I3 трt~1ъt>~1 параграфr пронодится качественный ан11л11з ·.ищач управ-
rr1111я. Исслсдуетrя вопрос нал11ч11я стационарных точек гамильтоновых 
.щшш11к. Доказывается, что линейная задача управлснпя не обладает 
.'тт11нон111шшмся состоянием, в то время, как нелинейная ·шдачн имеет 
rюшствс1111ую стационарную точку седлового тина. Так же 1юю1..зывrtС'Г­
rя, •по фн:юная координата стацион11.р110Л. то•1ю1. при достижен1111 пара­
мРТрО!\1 эластпчности пронзвол,ствсшюn функции Кобба-Дугласа е,111ни-
11ы, стрР~шться либо к нулю, либо к бесконеч1юсп1. 
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Чrтвr1m,1n вара~·раф поrнящен по,~троr,нню 011тим&1ьных траекторпn 
в обеих '3а;1ачах uптнмального управ:тения. В лннсrшuй задаче опти~1а.ль-
11ыr рrшенш1 имrют аналипР1сскос пре;(ставлсшrе 11 ~юг:vт быт1, выш1rа-
111>1 Г! HBJll)~I Hll,'\P. Д.:1н неJ111Н!'ЙJЮЙ :~а,щtчи в ЯНIЮМ вrщr BЫIJllC<tТI> OIJTИ­
Щl~bllble pr111r1111я YNtcтr.я ю1111ь в uб:1астях r. 1юс·1·ш11111ыы управлr111н~~1. 
В об.01аr:т11 11rрРмrнного у11равлr1111я pc111cm1P стµо11тrя чиrлrнно. Тнкжс 
в ·п<ш lЩЖграфr обосновьшастrя пспрсрыrшая знnпr:шюсть оптима.111..-
1101·0 jX'lllC'l\llH от парю1rтра "!ЛаС:'J'ИЧJIОСТИ ЩЮ1111ЩЦС'ТВСIНЮЙ функции 
в 1Нl'J11..11ы1ых .'(аJ1ных. Доказывается сходимость опт11ыалыюго решения 
111·m111еn1101! 1адс1•ш к оптимальным траекториям линf'"l!ной задачи у11рав­
•1r11вн. Пр110<цятся реаультаты численных экrпериментов, /\РМ011rтrшру-
10щ11х ука:~1ш11ую сходимость. 
Пнтыл ш1раграф носвящсн иссJiедuванню фуню\1111 щ•ны в обеих ·~а;щ­
•mх у11рав.1Р11Ия. Для ливеnвой :щ.:.1,ачи у11равлс111ш функции цrны rтро­
втся в явном виде. Доказывается 1юточеч11ая 1:ходшюсть фу11кц1111 цР11ы 
нстшсnноn задачи к функции 11ены линейнол ·3а:1юш унравления. 
Теорема 1. Функция цены нелинеu:ной зaJa•iu оnrпи.1<tа.л.ыюю уnравле-
1шJ1 i1j[fo, ko] nотпочсчно сходите.я к фуш;;цпи цси'Ьl \11 [to, ko] лшt.сйноiJ. 
·u1.1Jr11111. ~·o~r}a пr.ра.мrтр эласт·и"!ности f3 проtL.зводствсннотL фую;"и,1ш 
Кобfiа-Дуиллсл растет вnлоrпъ до своею nредl'лъно;ю а'Нд·чсних, равно­
ю rJшrтщс. 
Для функции цены нrлинейной задачи управления вычисляется сР 
111а•нч1111:' в <тационарной точке. Приводятся результаты '!всленных экс-
1н·1шмrнтов, ил.спострирующих поточечную сходимость. 
Вторая глава диссертации освещает вонросы, 1~вя·:1а~шыс с исс.'lс­
;1,онаш1rм ка'l<'СТlJ('ШЮГо поведения 01ттима.~ь11ых траrктор11!1 вбли:щ 110-
;южен~rя равновР<'ия. В этой главе раrо~атривается многофакторная мo­
:i.rлi.. ·1ко110ми 1 1Рr.ко1·0 роста, на основашш котороn фориулируется 'Задача 
оr1тюtальн01·0 унравления. Проводится исследование задачи управлснш1 
11 ую1зывнются условия для настроения нелинеnного рсгу.:1ятора !'f\миль­
тоновоfi ..:.(1Illамию1, с помощью которого удастся провсстн аналиэ повс­
l\f'IШЯ 011пшальных траекторий в окр!)спюсти положения равновсс11я. 
Вторая г.1ава состоит из пяти параграфов. 
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П<•рвh1n пара.граф 1юr.вящРн построению многофакторноn модrли эко-
1юм11•1t'r·кш·о роста. описанию основных неремснных !IЮ,'\С'ЛИ, в то~1 •шr.лс 
11 .\·~:рнв:1юощ11х парю.~стров. Рассматриваемая J\.юдrш, 011ерирует тр<'МЯ 
11рш1·11щ 11твr1111ы~ш факторами: оr.новноn ка1111т11.11 k, КRfl.IШ<\шцщюван-
11ю1 рнfiочня снла l 11 по.1езная работа и. Эти 11роизнодствеш1ые фнкто­
ры 11r.11ош.:зуют<'Я д.~я описания однородного выпуска внутреннего вало­
uuго llfЮ.·l)'KTН. (ВВП) у 11 являются фазовыми пере:.~е1111ым11 управт~е­
моn сиrтемы. Инвrrтнцни в основной капитал s и в оfiрк·ювание r как 
фактоµ, 1ювы111аю11111й эффективность труда, расс:.1атр11вают<'я в каче­
с·1·ис ~111равJ1s~ющих параметров ;1юдели. Функция 1юлез1юсти опрсщ~ля­
Ртr.я кнк 1штРгра.:1ы1ый индекс потребления с ;ю1·ар11фм11ческого типа, 
;щrко11тнрова1111ый ш1 бесконсчно111 nроJ1.1ежутке времени. На основн111111 
J\.!ОДС'.'IИ формулируется задача ОПТИМаJIЬНОl'О унраВ.IJf'IШЯ Ш!Вt',СТИЦИSIМИ 
в 11ро111шщствr1111ыс факторы. 
Задача управления. Максимизирова.ть фун,к"Ц1t0н.а.л. 
+ ас 
.J = J е - лt (ln (1 -- s(t)) + ln (1 - r(t)) + ln f(k(t), l(t))) dt 
о 
·11.а. mpar'lt:m.opuя.1: (k( ·), l(-) , з(·), r()) дина.ми-чсс":оu cu r.me.мъi 
{ 
~(t) = s(t)f(k(t ), l(t) ) - (8 + p) k(t ). k(tu) = k0 , 
l(t) = Ьr(t)J(k(t), l(t)) - pl(t ), l(t0 ) = 1°, 
i'дr. управляющие воздействия ( s( ·), т( ·)) пос!ч.иняются огрrт1~чсниям 
О S: s(t) $ а8 < 1, О~ r(t) $ ат< 1, О~ а8 +а,.< 1. 
Второй нараграф ориентирован на исследование наставленной за,~.а•1и 
опт1ша.J1ь110го унравления. Здесь приводятся необходимые условия 11рин-
111ша r.1акс11му:11а Л.С. Понтрягина для задач на бесконечном промежутке 
11рсмс1ш, ра.1витые в работах С.М. Асеева и А.В. Кряжимского. Исследу­
ютси своnrтва 1·11.мильтонианов, отнечающих различным управляющим 
режимам. Проверяются достаточные условия 011ти.r.1!L!IЫЮ<'тИ. Докаэы­
ваются свойства гладкости и строгой вогнутости максим11:шрова111ю1·0 
l'aJ\lllЛliГOilllRHR в рамках ДОПОЛllИТСЛЫIЫХ уеловиt\ на производСТВР-НIIУЮ 
функцию. 
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Своlkпю. Мах:си.мzt.зuроваиный га.м.11.лътониан H(k. l: ц: 1 , 'L'2) ;шляется 
строго вотутой фун-х:и,ией по фа,зов1J~1'1 nере.мен:ным при положитслъ-
11:ы:г значен:ия:r сопряжtниьа nepr.мcIOiЬlд: !i•1 > О. 1р~ > О во всс:r обда­
ппят оюr?о on11r·r1Fл1·}t11J1 Dij, i,j = 1, 2, 3, h;ро,щ: ofiллrmn nr:pf'."1fннo10 
?JГ1рпд•11·1ш;t D22. В области псре..м.r:нноип уnраблених D22 дЛJt cmpoиoll 
1ю111um11('mu .лин;;сu"щt.зuрованного га.м.щ1.тон~юна H(k, l: 1;,11, ip2) тр1:бу­
с111сх отµицате.лъна.я определенность след~)1ощсй .1tатриц·ы.: 
(
-! !k !1) 
д,f(k. l) = Л fн !11 . 
!1 1~-1 !11 
t'1 > О, l'2 > О, 
~dc си.wиол~щ fk, f1, fн, fkl, !11 обозна'/ены частные прои.зиод11Ъ1.е проu:J­
водствепн.ой фу11?.:v,ии f = f(k, 1) ш~рвого и второю поряд?.:пв. 
Описываются области, ствечающиr pa:t 1и•111ым оппша.1hны~1 рrж11-
м1н1 y11pfl1JjJf'llllЯ. 
Н тµr"JЪf'M 11Rµа1·µафР щюнод11тся качеr.тнrнныil а11а.111п 1·амш11,то110-
ных r11стсы, ссх·танленных для каждого режима оптиыа.лыюrо у11р<шлс-
11ш1. Jkr:1cл,yrтcя JJ011poc о существова111111 стационарных точек, их ед11н­
сл~ешюп·11, Доказывается, что установившеr.ся состояние располагает­
ся в области переменного управления. Для нроизводственной функции 
Коббf\ -Д.vгласа явно указываются координаты еташюнарноtl точ к11. 
1 !µон1щ11тс>1 11нf\л111 уrт11нон11ншrгоrя rостошшя. Пре;~нолю·аето1, что 
~щтµиц::~ га~шт,тононоn rисwм1..1, ,1и11еарюованноn n окрl.'стност11 поло­
жrнш1 равпонсrпя, обладает своnrтюшн 
.41. \rl~J('PT 4 ра:\ЛИЧНЫХ .'\CЙ<"TIJllTe.JIЬHЫX eo6CTl!CHIIЫX "ШR'IСIШЯ, два IП 
кото~шх 011нщатсльны. а два других - положительпы: 
Л1 < Л2 <О< Лз < ,\4 . 
.42. С'ибствснныс вектора h1 и h2, отвечающие отрищ~тельным соб­
r·тнс11нhш :~начf'ния~1 .Л 1 , .Л2 rоответстненно, облмают rвоt:kтвом 
hнh22 f. h12h21, 
Замечание. Согласие теореме Гробмана-Хар1Тl..Аtана nрсдnмож·сн,ис 
Al o.>11.n.•tacт. что нелинейная систе..м.а и.мест траекторию анало1t?Рt­
щ;ю тnраfктnорпи лuнейной системы, которая сходится к установuв?Lи'.-
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"нуr я rоr·тояишо по 'К(J,(;дтслъиой 'h' плоскости. 06ра.101:ю1тий coucmU1:1t-
lfl1l. \llL нl'1i:mupn.лm. отпы~чающ·и"ми отрицатtлъ-н:ын соfiствен.н.ым. 8-Н.аче-
1111.я.11. 
U чет1Jrµт1ш тчжграфf' оfiс.vж ,:tямтя алrорипr 1юrтpl)P!fl!Я 11Р:11шr11-
;юго рt>1·.v.1ятора. оrпuв1ш1юго на 11ршщи11е ofipaт1юi1 CA>Пlr. которыn 11r-
pPtЩ'LllT r11r'l'f'мy 11·1 ;1юбоrо начального положения н по.• южrн11<'. соответ­
r- гвующсl' ("ГС:щионарноfl точке . Алгоритм rостонт 1в 11еско.1ьк11х шагов: 
1. 111к-т1юг11иr 11жхкост11. содсржаще/1 <-тационарную точку, по r.00-
• ·тнt>tшм .11 и1•кторам, отнечающ11м отµищ1.Тf'.:1ы1ьш с1>61·тн1·1111ым : ша•1f'н11-
ю1 ~1атр1щы Яко611 , ныч11сленной н стационарноn точкr : 
:2 . вырнжr1111с сонµяже1111ых координат из уравненнt\ нлоскогти ; 
z1 = z~ + /11(k - k*) + /12(l - l*) = z1(k, l). 
z2 = z~ + 'У21 (k ·- k*) + /22(! - l*) = z2(k, l) . 
.'~. ностроrние нf'л1шl:'i1110го r.табиюпятора путем подстановки н выра­
жен11>1 для 01п1шального унр~:ш;rения, соотвстствующt->го обл11.ст11 устано­
вившегося состою111я , сонряжсшrых переменных . которы~ былв 11олуч<'-
11ы 1rJ уряв11с1111я плоrкост11 . 
4. 110строс1111с стаб11тп11рона11ной динамики 11утем по;1с1·а1ювю1 в 11ср­
ш,1r .'lBtt ураннrния rя.~шльтоновой системы, 011рсдrлсн1юй для обля.сти 
.\'ст111юш1в1ш:rося состояния , сопряженных неремснных , выраженных 1r:3 
\']>ав11е11ш1 llJIOCKOCTll . 
Докюынаrтгя сле,'J..УЮЩая теоре~ш. 
Теорема 2. Если лши:ари.юв1n1.иая (j т.:рсстностu поло:ж-1·11. и.н. prum.oвc­
ctLX (k", l*; z~, z2) иа.чилътонова систс.лtа. постро1:ю~ая в ufiлacmu испо­
стоянни:r упрпвлt•нш/. D22 , удовлетворяет условиям Al ·и .42. ТоиJа 
Jдх нес существует 11.с.л.инсuний регулятор виJа 
~ k 1 
s(k,l) = l - z1(k,l)f(k,l)' r(k,l) = l - Ьz2(k.l)f(k,l)' 
·~:отпоры!I. (1) поро:ждаст систем.у, замкнутую относuтпслыю qюзовъс.т 
пср1:мснии.х k, 1; (2) обладает стачионарной mо'Чкоt! ( k*, l*) , координа­
ты х:оторой соrтадают с фазови"1;1.и коорJин.атами стr..ционарной точ-
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11-и ( k', l*: zj, z2) исход-н.оil гамилътоновой сuстс.ми; (3) стабuлu.зируr.т 
r:11.cmrмy ь усттювивше..мся cocmoяi-mu. 
В 11ятш1 11я.рю·рн.фе приводятся резу.1ьтаты •шсленнш·о решения ста-
611л113111юnа~нюй в окреrт11оrт11 положения равнов('r.ия ri\м11льтоновоl\ си-
Третья глава носвящена алгоритму построrния uпт1шаJ1ьных траек­
торнn в :~н..:.1.ачах с бrсконr'!НЫМ rор1вонто~1. Алгоритм основан нн ис1юль­
·ю1ш1ш11 конструю\ИИ нr.11инейнш·о ре1·_vляторR. 1юрождюощr1·0 rтRfi11,111-
·mptmaш1yю систему, поведение решений которой ближо к 11онедr1111ю 
\ШТ11ма.11ы1ых траРкторнй в окрестности м·ю11ювRр11оi! то•1ки. Исnолюун 
:1а11ную инфор~1ацию, уда~rся лока.тповать tюиск нача.·1ыюl\ точки дш1 
111пrгр11рова1111я гамильтоновоn динамики в обратном времени. Трсты1 
пн вя соето11т из четырех па раrрафов. 
В 11срвоы няряграфс рассматрпнастся а.пrорптм построения оптимRJJЬ-
11~...1х трнt~ктор11й, который заключается в сле/\Ующих шага..х: 
1. вы•ш<:\11епие координат с'Г'с1.ционарной точки гамильтононой системы 
ыстu;юм 11ослrдовательных приближений; 
2. m111t'ар1па1111я гамильтоново11 системы в окрестноrтн уста1юв1шшРrtr 
с·я состоян11я: 
3. r:sы•111сленис собственных чисел и сuбствсш1ых векторон юшеаризо­
вRнной с11сп~мы; проверка 11х соответствия условиям, в ра~1ках которых 
1.ю·шожна конструкция не;шнrй1ю1·0 rтl!fi11.111паторн; 
4. 11острос1111с 11елинейного рсгу:1ятора и r.таб1ы11-з11роватюй r.11стrмы 
;\llt\JфPpf'IЩIJa.'lhHЫX уравнений; 
.). 1юш·к решения стабилизированной системы; 
G. .1юю1.:в1·зация ноиска начальных условий длн 11нтсrрироваш1я гамнль­
тоново11 с11стС'мы н обратном времени за счет точек. получЕ'нных <· реше­
шrя стабш1юировашюй системы; 
i. шпеrрироваю1с гамильтоновоn системы в обратном врrмени и:з вы­
бранного нача11ьного 11оложеню1, лежащего в окрест1юсти точки, вэятоn 
с решения стабилизированной системы, с учетом возможного пrрРключе­
нпя управляющих режимов вплоть /~О исходного пачмыюrо ноложе1111я 
Cl!<::Tt>Mbl: 
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1'. р:пнсµтка 1111тсгр11рованноn траектории в прямо~~ нрt"ыс1111 11 :щ1сшта­
бирова1111е Bf><'~1e111юn шкалы. 
Uторuй 11араграф воrвящсн поr.троенню оценки точноrт11 н.'11'01штма. 
Пo:1y'1f'11111,1r оаr.нкн устанавmшают связь между пар;н.1стр1ши точ1юсл1 
в фн:~uвт1 llj)OC'Тj)l!Hcтвc 11 нараметра:-ш точносп1 функцнональных 110-
Ю'НаП'..rн•n. 
Теорема 3. Toчnocmt> алгоритма по фушщ-u.онп.лу оцеюшастся точио­
rт.ыо а.п.прокr.uма-цu11 с: на'i.альных ycлou-uil и ал.иор·итме. В зати:11.мо­
r-~п11 от СОО1ПНОIШН.l11L nщxiмcmpou UОЗМО::nсны три Г:ЛY"llLJ! ПЧС11:КIL: 
1. ErA11 .~иJу,1.ъ лиnшичевости v гамuлътоновпй J1Lнп"м.ик11 стртю 
.менъше параметра дисконтирования>., то•тостъ алгорит.ца по фунхс­
ционал.у 11..мест порядок с2 ; 
2. Ь'r:лu 11 = ). ' то очент 11"меет а·ид: Е:2 ln ~ . 
·- 2• 1 
З. Есл.11. 11 > >., то точность им.еет поря.док: с: ;; ln 2 . Е: 
В тµсты•м наµагµафе нµ11вод11тr.я ию1ю<~т1жц11я работы а.JJгоритма на 
111ншсре построения оптимальных траекторий в задаче управ.:~сння. ис-
1::1едованноn во второй главе дисr.еµтацш1. Полученные аппрокснм;щи­
'JIШЫР рrшrния ;щстаточнu хорошо соuтветствуют реалы1ы:1r статиrт11-
'J('rк11м J,а1111ы~1. Также из построенных решений видно, что они гладко 
111юхо;1ят точки смены унµавляющих рсж11мов. Каждая 1п тµа.скт()µиn 
роста llШ'СТ уровrш, насыщения, соответствующ11n ст;щ11011арному nо­
ложешпо гам11.%ТО1ювоn дпнампки. Проводится rрав1штельныn а.ныпп 
траскториЛ. 110.~ученных ю рсшr.ния стабилизированной rш"I'('МЫ, и оп­
гишiльных стратегий. В окрестности положсння равновесия ·пи траек­
тории окюываются очень блпзки друг к ;фугу. 
В четвертом параграфе проводится срашштсльный аналнз од11осек­
тор1юn и ,r~.вухсскторноn моделей экономическuго роста. На основании 
11\)t',\ЛОЖРНJюrо алгоритма мя соответствующих задач управления стро­
нто1 011п1ш1.11ы1ыс решения и нроводится их сравнение как друг с дРУl'ОМ, 
т1-1к и r. реаJJьными данными. Вычислительные эксперименты ноказа.~и, 
что учrт такого 11ро11зводственного фактора, как эффективность тру;~а 
l, увеш1•шваст точность модельных траекторий от1юсит1:~1ьно реальных 
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